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Aufgabe 1 (10 Punkte).
Gegeben einen angeordneten Körper K ist ein Ideal I ⊂ K[T1, . . . , Tn] reell, falls für alle

natürlichen Zahlen m aus N und nicht-null positiven Elemente λ1, . . . , λm aus K sowie Polyno-
me f1, . . . , fm aus K[T1, . . . , Tn] folgende Äquivalenz gilt:

m∑
i=1

λi · f2i ∈ I ⇐⇒ fi ∈ I für alle 1 ≤ i ≤ m.

a) Wenn K reell abgeschlossen ist, zeige, dass wir in der Definition eines reellen Ideals annehmen
können, dass alle λi den Wert 1 haben.

b) Zeige, dass ein Primideal P in K[T1, . . . , Tn] genau dann reell ist, wenn sich die Anordnung von
K auf den Quotientenkörper von K[T1, . . . , Tn]/P fortsetzen lässt.

c) Ist das von T 2 erzeugte Ideal in Q[T ] reell?

d) Ist das von T 5 − 5 erzeugte Ideal in Q[T ] reell?

e) Zeige induktiv über k, dass jedes reelle Ideal I radikal ist: wenn fk in I für ein k ≥ 1 aus N,
dann liegt f in I.

Aufgabe 2 (5 Punkte).
Zeige mit Hilfe der Vollständigkeit der Theorie RCF, ohne Quantorelimination zu verwenden,

dass sich der Körper R∩Qalg der algebraischen reellen Zahlen in jeden reell abgeschlossenen Körper
elementar einbetten lässt.
Hinweis: Wenn eine vollständige Theorie in einer abzählbaren Sprache ein Primmodell besitzt,
dann ist es bis auf Isomorphie eindeutig.
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